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DIGITALNI ALATI U NASTAVI INTERAKTIVNE GEOMETRIJE
DIGITAL TOOLS FOR TEACHING INTERACTIVE GEOMETRY
Anton Vrdoljak, Građevinski fakultet Sveučilišta u Mostaru
Milorad Banjanin, Milenko Pikula, Filozofski fakultet Univerziteta u Istočnom Sarajevu
Sadržaj - Nastava geometrije u školama jedno je od „najplodnijih“ područja za uporabu digitalnih alata, koje bi koristili nastavnici i učenici kako bi, prvenstveno interaktivno, istražili i vizualizirali geometrijske koncepte te konstruirali geometrijske i znanstvene modele. U današnje vrijeme svjesni smo postojanja velikog broja izvrsnih digitalnih alata, odnosno računalom podržanih programskih okruženja, namijenjenih za nastavu geometrije, što prvenstveno treba zahvaliti brzom razvoju informacijskih i komunikacijskih tehnologija (engl. Information and Communication Technology – ICT). U okviru ovog rada razmatra se mogućnost uporabe Java apleta, PowerPoint i Flash prezentacija iz različitih područja o trokutima, trapezima, kružnicama i vektorima u nastavi geometrije kao interaktivnih nastavnih alata. Posebno ćemo istražiti dali i u kojoj mjeri digitalni alati, računala kao i s njima povezane tehnologije mogu doprinijeti poboljšanju stjecanja znanja i vještina učenika u nastavi geometrije?
Ključne riječi: Digitalni alati, Geometrija, Nastava geometrije, Interaktivna geometrija, ICT.
Abstract - Geometry teaching in schools is one of “the most productive” areas for appropriation of digital tools, which teachers and pupils would use, interactively prior, to explore and visualize geometrically concepts and construct geometrically and scientifically models. Recently, we are aware of existence such big number of excellent digital tools, or computer supported program’s environments, regarding geometry teaching purpose, what is consequence of rapid process in information and communication technologies (ICT). A framework of this paper is analysing the possibility of usage interactive digital tools, based on the Java applets, PowerPoint and Flash presentations, focused on different areas regarding triangles, trapeziums, circles and vectors in geometry teaching. Particularly, we will explore whether and in how big scale digital tools, computers and technologies related with them too, can contribute for improvement in acquiring of pupil’s knowledge and skills regarding geometry teaching?
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1. UVOD
U okviru ovog rada razmatramo mogućnosti uporabe nekih digitalnih alata, poput Java apleta, PowerPoint i Flash prezentacija, iz različitih područja o trokutima, trapezima, kružnicama i vektorima u nastavi geometrije kao interaktivnih nastavnih alata. Nastavno područje koje se odnosi na trokute, trapeze, kružnice i vektore, za razliku od nekih drugih područja nastave geometrije prepuno je interesantnih geometrijskih fenomena, koji se uz vrlo skromne interaktivne animacije i prezentacije, te virtualne Java aplete mogu ugrubo, kako učenicima tako i studentima demonstrirati interaktivno, što je prema našem zajedničkom stavu daleko bolja opcija od tradicionalne demonstracije u školama putem ploče, krede, trokuta i šestara. U spomenutim situacijama (tradicionalna demonstracija) se gotovo u pravilu mogu javiti problemi, odnosno poneki detalji ili pojave koje nismo u stanju na zamjetljiv, uočljiv, ili dovoljno precizan način demonstrirati. U tom smislu, kao i u slučaju da nam adekvatan instrumentarij ni nije dostupan, interaktivne animacije i Java apleti mogu biti nezamjenljiv nastavni alat.
Nadalje, geometrijski zadaci (problemi) ponekad uključuju mnoštvo parametara i različitih uvjeta koji moraju biti zadovoljeni da bi se neko geometrijsko svojstvo uočilo, dok je narav geometrijskih zakona koje proučavamo zapravo takva da predstavljaju pojednostavljenje svijeta geometrije te iz obilja faktora i elemenata koje vidimo u tom svijetu nastoje izlučiti i opisati ponašanje samo jednog djelića tog svijeta. Pa je stoga druga i najbitnija pogodnost digitalnih alata (pomagala) ta što predstavljaju zapravo pojednostavljeni model geometrijskog svijeta usmjeren upravo prema zadatku (problemu) kojeg želimo dočarati, dokazati i opisati, osvrćući se pri tome samo na ono suštinski bitno.
Interaktivnost sadržaja postiže se dodavanjem dinamičkih promjena u samim sadržajima u kratkom vremenu. Tako su za to pogodne razne animacije, zvuk, kao i računalni alati koji učenicima ili studentima dopuštaju aktivnu ulogu intervencije u sam sadržaj. Jedna od tih mogućnosti su i Java apleti koji omogućuju dobar element interaktivnosti. Oni omogućuju studentima i učenicima konstrukciju numeričkih i simboličkih primjera kako bi shvatili koncept i našli značajnost nekog problema. Nadalje, Java apleti donose u život svaki problem, od raznih geometrijskih i matematičkih teorema, ali i problema fizike, astronomije, kemije, biologije do raznih igrica i multimedijalnih aplikacija. U slučaju geometrijske matematike izradu interaktivnih sadržaja i Java apleta nude digitalni alati poput PowerPointa, Flasha te tzv. programi dinamične geometrije poput GeoGebre, Cinderelle, Cabri Géometre, Sketchpada, Euklidesa i drugih.
Upravo su programi dinamične geometrije obilježili svjetske konferencije nastavnika matematike u protekla dva desetljeća, pa s pravom smatramo kako se za uspješno razumijevanje sadržaja treba napraviti kolekcija on–line resursa koja dosljedno može zamijeniti klasične tekstualne materijale. Stoga smo, u svrhu ovog rada načinili set od pet Java apleta (koji će u nastavku rada biti ukratko predstavljen, ali i pomno proučen i opisan na primjeru prvog i trećeg zadatka), od kojih je svaki izrađen kako pomoću digitalnog alata Cinderella tako i digitalnog alata GeoGebra, jedne PowerPoint prezentacije, koja demonstrira pojedine korake konstrukcije (ako je to u zadatku potrebno) te dokaze zadataka odnosno problema, i jedne Flash animacije koja će testirati u kojoj mjeri su učenici usvojili znanje i vještine prikazane u Java apletima te PowerPoint prezentaciji [1]. Brzim pregledom istih može se zaključiti da su ovi apleti (prezentacija, animacije) namijenjeni temeljitom proučavanju odabranih geometrijskih problema, te uočiti njihova golema interaktivnost i jednostavnost korištenja. Sve ovo smo postavili na server Građevinskog fakulteta u Mostaru na adresu: http://www.gfmo.ba/giak/. 
2. INTERAKTIVNA GEOMETRIJA
Brojna istraživanja u svijetu, ali i kod nas, pokazuju kako interaktivna nastava u velikoj mjeri pospješuje učenje. Taj način nastave posebno je poželjan u području geometrije koja za razliku od ostalih znanstvenih područja zahtijeva jedan specifičan način razmišljanja. Pristup interaktivne nastave i učenja u geometriji (matematici) trebao bi biti u skladu s istraživanjem koje su proveli nizozemski pedagozi matematike Pierre van Hiele i Dina van Hiele–Geldof. Promatranjima u razredu, van Hieleovi su spoznali da učenici prolaze kroz sljedeći hijerarhijski niz razina razmišljanja: vizualizacija, analiza, neformalna dedukcija, formalna dedukcija i strogost.

Standardni tekstovi očekuju da učenici od početka primjenjuju formalnu dedukciju. Malo je toga napravljeno da se učenicima omogući vizualiziranje ili da ih se potakne na pravljenje pretpostavki/hipoteza. Glavni je cilj interaktivne nastave i učenja, provođenje učenika kroz prve tri razine, potičući postupak otkrivanja koji pobliže odražava kako se matematika obično pronalazi: matematičar prvo zamisli i analizira problem, praveći pretpostavke prije pokušaja dokazivanja.

Putem interaktivnih sadržaja učenici aktivno sudjeluju u nastavnom procesu, za razliku od pasivnog odnosa u tradicionalnoj nastavi. U uvodu je već napisano kako se interaktivnost sadržaja postiže dodavanjem dinamičkih promjena u samim sadržajima u kratkom vremenu. U slučaju korištenja programa dinamične geometrije, oni omogućuju korisniku konstrukciju osnovnih geometrijskih objekata kao što su točke, dužine, pravci, kružnice i kutovi. Nad njima se poslije može virtualnim ravnalom i šestarom konstruirati nove geometrijske objekte kao što su polovišta dužina, simetrale dužina i kutova, okomice, usporednice, mnogokuti i druge, koji su zavisni od osnovnih. Konstruirani objekti, zatim, mogu se translatirati, rotirati, zrcaliti ili rastezati. Pomicanjem objekata po zaslonu računala može doći do promjena nekih veličina konstruiranog objekta, ali svojstva po kojima je taj objekt definiran ostaju sačuvana [7]. Također, u koordinatnom sustavu mogu se prikazati grafovi funkcija. Razna mjerenja koja se koriste u programima dinamične geometrije (duljina dužine, opseg mnogokuta, površina mnogokuta, površina ispod grafa funkcije nad nekim segmentom ili određeni integral te funkcije nad tim segmentom, veličina kuta, koordinate točke itd.), pri pomicanju slobodnih točaka, dinamički prate promjene na objektu. Izvršena mjerenja mogu se koristiti u daljnjim konstrukcijama i (ili) transformacijama. Pomak bilo koje osnovne točke popratit će odgovarajuće promjene u cijelom „sustavu“. Za potrebe ovog seminara, tj. u izradi interaktivnih multimedija korišteni su digitalni alati GeoGebra i Cinderella, MS PowerPoint i Adobe Flash.

Više je razloga zašto smo za izradu sadržaja izabrali digitalni alat GeoGebra, a glavni među njima jest u činjenici da je ovaj alat besplatan. Osim što je besplatan spada u jače programe (alate) u svojoj klasi. Potpuno je preveden na sva tri naša službena jezika: hrvatski, srpski i bošnjački. Jako dobro pokriva program matematike naše osnovne i srednje škole, a mogu ga koristiti i studenti, poglavito tehničkih fakulteta, poput građevinskog ili strojarskog fakulteta. Više nego ostali programi povezuje geometriju i algebru, te ima intuitivan algebarski zapis jednadžbi i funkcija. Grafika mu je visoke rezolucije što pridonosi i kvalitetnoj projekciji. Na vrlo jednostavan način generira HTML dokument s dinamičnim crtežom i opisom konstrukcije, korak po korak, ili web stranicu s prilagodljivim Java apletom. Program je mali i može se pokretati na računalima slabijih karakteristika. Među nastavnicima i učenicima diljem svijeta je potvrđen kao jednostavan alat za uporabu.

Cinderella je komercijalan program, ali kako nudi besplatnu stariju inačicu, odlučili smo iste probleme izraditi i u ovom alatu. PowerPoint i Flash su dodani jer su pogodniji za izradu animiranih prezentacija u kojima se prikazuju konstrukcije i dokazi samih geometrijskih zadataka (problema), te za vršenje testiranja znanja učenika.
3. NEKI IZRAĐENI INTERAKTIVNI SADRŽAJ
U uvodnom poglavlju je već napisano kako je u svrhu ovog rada izgrađen set interaktivnih alata: 2x5 Java apleta, jedna PowerPoint prezentacija, i jedna Flash animacija – test. Ovaj set sadrži slijedeće geometrijske zadatke (probleme):
1. Polovišta osnovaka, sjecišta dijagonala i sjecište produžetaka krakova trapeza leže na jednom pravcu;
2. Jednakost među kutovima nekog trokuta ABC;
3. Zajedničke tangente triju uzajamno dodirnih kružnica se podudaraju u istoj točki koja je ujedno i središte upisane kružnice trokuta ABC;
4. Slaganje brzina;
5. Trapezna formula.
U nastavku rada predstavit ćemo dinamične uratke (Java aplete) za prvi i teći zadatak, PowerPoint prezentaciju konstrukcije i dokaza istih, te Flash animaciju – test kojim je vršeno ispitivanje u kojoj mjeri su učenici usvojili znanje i vještine prikazane u Java apletima te PowerPoint prezentaciji. U prvom zadatku dani su proizvoljni trapez ADEC (DE || AC) i trokut ABC s vrhom B kao sjecištem produženih krakova trapeza (vidi sliku ispod). 
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Slika 1. Polovišta osnovaka, sjecište dijagonala i sjecište produžetaka krakova trapeza leže na jednom pravcu.

Neka se dijagonale trapeza AE i CD sijeku u točki F, a zatim neka pravac BF siječe osnovke DE i AC redom u točkama G i H. Zadatak je dokazati da su točke G i H polovišta osnovki AC i DE.
Dinamičnost GeoGebrinog uratka opisujemo sposobnošću zadržavanja matematičkih odnosa u geometrijskoj konstrukciji kad korisnici pomiču komponente konstrukcije koristeći miš. Izrađeni Java aplet za ovaj zadatak vam (učeniku) omogućuje povlačenje bilo koje od točaka A, B, C i D, te bilo koje od stranica AB, AC i BC, što čini ovaj uradak iznimno dinamičnim. Njegovim korištenjem učenik istražuje odnos između polovišta osnovki, sjecišta dijagonala i sjecišta produžetaka krakova trapeza na jedan jako impresivan način. Potpuno otvoreni pristup omogućuje učeniku ili studentu idealne uvjete za razvijanje njegove matematičke kreativnosti, izražavanja i dostignuća. Drugim riječima, GeoGebra omogućuje učenicima ili studentima vidjeti i razumjeti matematičke odnose te načiniti poveznice i generalizacije, dok nastavnici mogu koristiti GeoGebru kao dinamičnu ploču kako bi prezentirali i ilustrirali „svu“ moć vizualizacije matematike [7].  
Nakon upoznavanja sa zadatkom prelazi se na konstrukciju i dokaz zadatka, u svrhu čega će poslužiti izrađena PowerPoint prezentacija, premda i sama GeoGebra nudi izradu animirane konstrukcije korak po korak. No kako je sam dokaz zadatka puno lakše izraditi digitalnim alatom PowerPoint, pokazuje se idealnim kombinirati njegovu prezentaciju, u kojoj će biti opisana konstrukcija i dokaz zadatka, s GeoGebrinim dinamičnim uratkom. PowerPoint prezentacijom se prvo daje dinamičan opis konstrukcije zadatka – korak po korak:
i. Proizvoljni trapez ADEC (DE || AC);
ii. Produžimo krakove trapeza kako bi dobili trokut

ABC ({B} = AD ( CE);
iii. Sjecište dijagonala trapeza AE i CD označimo s F
(AE ( CD = {F});
iv. BF ( AC = {H}  (  BF ( DE ={G}.
Osim što pridonosi dinamičnosti uratka, odnosno moćnijoj vizualizaciji samog geometrijskog zadatka, jedna ovakva prezentacija može nastavniku uštedjeti mnogo vremena u jednom nastavnom satu (koje bi inače, na primjer, trošili za crtanje pojedinih koraka konstrukcije), poglavito u slučaju kompliciranije konstrukcije. Po završetku konstrukcije zadatka slijedi dokaz zadatka. Lakše je dokazivati neku tvrdnju kada znamo kakav će biti ishod nego tapkati u mraku bez izvjesnog ishoda i bez već stvorene geometrijske predodžbe [5]. U ovoj prezentaciji su pokazane čak dvije metode dokazivanja: geometrijska i analitička metoda. Naime, iskustvo pokazuje da uvođenje malih, prikladnih teorija koje proširuju mogućnost rješavanja čitave klase problema, pridonosi širim horizontima zainteresiranog učenika, a time i mogućnosti izbora učinkovitije metode u spektru više njih kojima je moguće riješiti isti zadatak. Dinamičan opis rješenja zadatka, bilo geometrijskom bilo analitičkom metodom (točnije korištenjem afinih koordinata), također će pridonijeti moćnijoj vizualizaciji ovog geometrijskog zadatka, te velikoj uštedi u vremenu tijekom jednog nastavnog sata.

U trećem zadatku dane su tri uzajamno tangencijalne (dodirne) kružnice k1, k2, k3 sa svojim središtima A, B, C (vidi sliku ispod). Zadatak je dokazati da se zajedničke tangente kružnica k1 i k2, k1 i k3, te k2 i k3 podudaraju u istoj točki P,  koja je još i središte upisane kružnice (k4) trokuta ABC.
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Slika 2. Zajedničke tangente triju uzajamno tangencijalnih kružnica podudaraju se u istoj točki.
Izrađeni Java aplet, odnosno dinamični uradak, za ovaj zadatak vam (učeniku) omogućuje povlačenje bilo koje od točaka A, B, te trokuta ABC.  Slično kao u prethodnoj situaciji, korištenjem ovog apleta, učenik (student) sada istražuje odnos između zajedničkih tangenti triju međusobno tangencijalnih kružnica, opet, na jedan jako dojmljiv način. Aplet je animirao statičnu geometrijsku konstrukciju u pomičnu, dinamičnu sliku koja otkriva nove odnose među geometrijskim objektima (zajedničkim tangentama triju međusobno tangencijalnih kružnica) koje je možda teško otkriti na klasičnim, statičnim crtežima.
Konstrukciju [6] ovog zadatka (problema) također dinamično opisujemo PowerPoint prezentacijom – korak po korak:
i. Proizvoljne tri točke A, B i C, i označimo  a = BC, 

b = AC, c = AB;

ii. Konstruiramo kružnicu k1 sa središtem u A
polumjera  r1 = ½(b + c – a);

iii. Konstruiramo kružnicu k2 sa središtem u B
polumjera r2 = c – r1, koja će tangirati kružnicu k1 u
točki D;

iv. Konstruiramo kružnicu k3 sa središtem u C
polumjera r3 = b – r1, koja će tangirati kružnicu k1 u

točki E, i kružnicu k2 u točki F;

v. Konstruiramo zajedničku tangentu t12 kružnica k1 i

k2 u točki D;

vi. Konstruiramo zajedničku tangentu t13 kružnica k1 i

k3 u točki E;

vii. Konstruiramo zajedničku tangentu t23 kružnica k2 i

k3 u točki F;

viii. t12 ( t13 ( t23 = {P};

ix. Konstruiramo kružnicu k4 sa središtem u P
polumjera ru, gdje je ru polumjer upisane kružnice

trokuta ABC.
Nakon izvođenja konstrukcije i pokazivanja obaju tvrdnji možemo napraviti raspravu o zadatku. Poželjno je da učenici odgovore na pitanje gdje se nalazi točka P u trenutku kada npr. kružnice k1 i k2 iznutra dodiruju kružnicu k3? Ovo pitanje, kao i tucet drugih, najbolje demonstrira važnost provođenja hijerarhijskog niza kroz prve tri razine razmišljanja: vizualizacije, analize, i neformalne dedukcije – što je glavni cilj interaktivne nastave i učenja uopće. Isto tako, ono nedvojbeno pokazuje koliko su velike uštede u vremenu tijekom samo jednog nastavnog sata.

Dokaz ovog zadatka (problema) radimo dinamično istom PowerPoint prezentacijom – korak po korak, ali iz dva dijela: u prvom dijelu dokazujemo tvrdnju zadatka o konkurentnosti zajedničkih tangenti triju međusobno tangencijalnih kružnica u istoj točki, a u drugom dijelu dokazujemo tvrdnju o podudaranju te točke sa središtem upisane kružnice trokutu  ABC.
4. ZAKLJUČAK
Iskustvo stečeno tijekom više godina "eksperimentiranja" s uporabom računala u nastavi matematike (geometrije) i računarstva (informatike), a posebice rezultat nakon nekoliko poučavanja u redovitoj nastavi matematike u nekim školama u Banjoj Luci, Mostaru, Prijedoru, Sarajevu i Zenici, ukazuje da učenici vrlo rado i uspješno prihvaćaju uporabu interaktivnih digitalnih alata i postižu bolje rezultate u učenju. Rado/radije pišu domaće zadaće, a neki od njih (rijetki) stvaraju tzv. elektronsku bilježnicu koju šalju e–mailom na uvid. Tako im je povratnom elektroničkom poštom omogućeno brzo i efikasno komentiranje učinjenog, ispravke i predlaganje poboljšanja rješenja kao i upute za neriješene zadatke. Projekte koje su odabrali kao i završne prezentacije ukazuju na zavidnu dubinu/razinu naučene geometrije kao i povećano samopouzdanje.

To iskustvo i rezultat, kao i neka eksperimentalno potvrđena istraživanja drugih autora, ukazuje da se izgradnja geometrijskog zora na "stari" način mora promijeniti. Ono na što interaktivni primjeri izneseni u ovom radu ukazuju je potencijalna povezanost između učenika i tehnologije, a koja vodi k transformaciji učenja matematike. Model promjene treba temeljiti na tome da čitavu teoretsku/aksiomatsku podlogu nekog zadatka (problema) pokušamo svesti na minimalan broj aksioma koji su im u tradicionalnim udžbenicima navedeni. Nadalje, potrebno je inzistirati da učenici znaju samo te aksiome, neke definicije i poučke navedene u spomenutim udžbenicima. Jednom riječju, inzistira se na minimumu geometrijskih činjenica. Rezultati takvog pristupa su više nego zadovoljavajući. Učenici barataju geometrijskim pojmovima puno bolje nego do sada, lakše i uspješnije izvode dokaze; puno brže, zadovoljnije i uspješnije istražuju odnose među objektima, izvode zaključke i argumentiraju svoje tvrdnje; puno bolje i uspješnije međusobno raspravljaju i matematički komuniciraju.
Ovakve dobre rezultate, dakako, lakše je razumjeti ako smo svjesni značajne evolucije digitalnih tehnologija za podučavanje matematike (geometrije) u novije vrijeme. Takve nove (suvremene) digitalne alate znatno je jednostavnije primijeniti za podučavanje matematike, jednostavno imaju veći potencijal za integraciju matematičke prakse u školama. U radu je opisan (korišten) digitalni alat GeoGebra, ne želeći kazati da je to „najbolji“ digitalni alat u nastavnoj praksi. U moru sličnih i jako dobrih digitalnih alata najbolje bi bilo kazati: „izbor je vaš“!
Razumijevanje potencijala različitih alata namijenjenih različitim svrhama je važan aspekt za postajanje spretnog studenta, kao i važan aspekt za postajanje spretnog nastavnika. Priprema nastavnika matematike, koji su sposobni primijeniti tehnologiju kako bi unaprijedili učenje matematike (geometrije) kod učenika (studenata), nije trivijalna, ali isto tako vidimo, na osnovu iznesenih primjera, kako im nije potrebno veliko programersko znanje za pripremu i stvaranje vrlo korisnih interaktivnih nastavnih sadržaja s geometrijskom tematikom. I na kraju, na osnovu iznesenih primjera čvrsto vjerujem kako možemo značajno doprinijeti popularizaciji korištenja digitalnih alata u nastavi kako geometrije tako i drugih područja matematike, odnosno učenju geometrije i matematike u našim školama.
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