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NEKE INTEGRALNE KARAKTERISTIKE HI-KVADRAT RASPODELE SA STANOVIŠTA NJENE PRIMENE U TELEKOMUNIKACIJAMA
A SOME INTEGRAL PROPERTIES OF CHI SQUARE DISTRIBUTION FROM THE VIEWPOINT OF ITS APPLICATION IN TELECOMMUNICATION SYSTEMS
Zoran Popović, Tehnički fakultet u Čačku, mr Hana Stefanović, Visoka škola elektrotehnike i računarstva strukovnih studija u Beogradu, mr Aleksandra Cvetković, mr Dejan Blagojević, Jelena Anastasov i prof. dr Dimitrije Stefanović, Elektronski fakultet Niš.
Sadržaj – U našem radu, uzimajući u obzir njen značaj u teoriji telekomunikacija, analizirali smo neke integralne karakteristike Hi-kvadrat raspodele, koje se odnose na egzistenciju obvojnica raspodele, kada se pojedine promenljive u njoj posmatraju kao parametri, što ukazuje da se ova raspodele može posmatrati kao rešenje odgovarajuće diferencijalne jednačine, kada je sama raspodela opšti integral, a obvojnice njeni singularni integrali.
Abstract – The importance of the Chi square distribution in the area of telecommunication, made us to observe and analyze its specific properties. We have analyzed the specific case where we treat the pdf 's of Chi square distribution like a curves family. In that case, the values of distribution parameters have been treated like parameters of curve family. It allowed us to treat observed pdf like a particular solution of corresponding differential equation. The existence of singular solution is considered and analyzed under different conditions i.e., for the different values of parameters of the observed pdf family.
1. UVOD
Uslovi propagacije signala kroz prostor izazivaju varijacije snage signala na ulazu prijemnika, tako da u pojedinim trenucima dolazi do delimičnog slabljenja , pa i do potpunog iščezavanja korisnog signala. Sem varijabilnosti anvelope od značaja su i promene faze signala, što zajedno utiče na performanse telekomunikacionih sistema, [1 – 4]. Takođe, prenos u bežičnim telekomunikacijama karekterišu različite vrste fedinga koje predstavljaju jednu od dominantnih smetnji i ograničenja. Da verovatnoća greške u kanalu sa fedingom bude što manja ili što bliža nekoj zadatoj vrednosti, ne znači da je dovoljno povećati snagu predajnika, u kom smislu se koriste različita sistemska rešenja i tehnike (diverziti prenos, prenos sa povratnim kanalom, adaptivni prenos, korišćenje zaštitnih kodova, itd.).

Jedno od takvih rešenja je korišćenje proširenog spektra frekventno - stepenovanom DPSK (FH-DPSK) metodom, koja je u stanju da mobilnim-radio mrežama obezbedi opslu-živanje velikog broja korisnika u urbanim sredinama. Svaki FH-DPSK signal je sinusoidalan, konstantne anvelope i kontinualne faze podeljene u diskretne vremenske intervale – odlomke ili čipove, čije je vreme trajanja t1. U jednoj periodi T se nalazi L čipova, odnosno različitih frekvencija koje se koriste za opsluživanje korisnika. Dodeljivanje frekvencija po formi:
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 predstavlja frekvenciju pomerenu u odnosu na noseću frekvenciju 
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 – osnovnu frekvenciju posle stepenovanja frekventnog opsega. Na ovaj način se dobija L kanala određenog propusnog opsega. Zbog nesavršenosti primopredajnika i ambijentalnih uslova dolazi do smetnji, odnosno međusobnog ometanja  kanala. Korisni i ometajući signal imaju iste noseće učestanosti, tako da se ovaj tip smetnji naziva među-kanalnom interferencijom. Ona pogoršava performance sistema, a može biti posledica namernog, ali i slučajnog ometanja.
U sistemima mobilne telefonije visokog kapaciteta, koji koriste mrežu baznih stanica, između susednih ćelija dolazi često do interferencije, što nije karakteristika nesusednih ćelija, zbog velikog slabljenja snage signala pri udaljavanju od bazne stanice. U vezi s tim, najgori slučaj interferencije javiće se kada neka od M mobilnih jedinica prilazi čvorovima u kojima se stiče više ćelija, s obzirom da su tada interferira-juće frekvencije susednih baznih stanica skoro podjednako udaljene od mobilne jedinice (sl. 1), a jačina signala je uslovljena pravilima propagacije.
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Slika 1. Najgori slučaj interferencije u sistemu

mobilne telefonije sa ćelijskom strukturom.
Ako je ukupna snaga 
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 preneta sa njene bazne stanice X do mobilne jedinice, onda se deljenjem Pt zbirom doprinosa svake od 
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 ćelija, koje utiču na interferenciju, dobija odnos signala prema interferenciji SIR (Signal to Interference Ratio) ćelije X bazne stanice. Ako svaka ćelija ima M (M>>1) korisnika, za jednu mobilnu jedinicu SIR se na svakom prilagođenom filtru na izlazu može izraziti kao: 
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Za nas je značajan prosečan SIR na izlazu linearnog kombinera na osnovu koga procenjujemo efikasnost sistema. Na njega utiče N ćelija, a svaka ćelija opslužuje M mobilnih jedinica. Dalje, ako pretpostavimo da ima L - 1 nezavisnih putanja kojima prilikom detekcije date reči može doći do greške, procenjujemo i verovatnoću otkaza na izlazu sistema BEP (Bit Error Probability).
2. MODEL SA REJLIJEVIM FEDINGOM

U okruženju sa fedingom po više putanja, možemo pretpostaviti da individualni signali slabe. Međutim, suma svih interferirajućih signala ne slabi zbog specifičnog procesa uprosečavanja. Prema tome, na izlazu i-tog prilagođenog filtra linearnog kombinera imamo:
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 slučajna promenljiva 
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 sa Rejlijevom distribucijom. 
Kada postoji feding, slučajna promenljiva R biće zbir kvadrata statistički nezavisnih L slučajnih promenljivih Rejlijeve raspodele:
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a pri propagaciji bez fedinga je 
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Slučajna promenljiva R ima Hi-kvadrat raspodelu tako da je, u daljem, od interesa detaljnije analizirati Hi-kvadrat raspodelu čiji je stepen slobode L i sredina L/2:
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Grafički prikaz zavisnosti Hi-kvadrat funkcije gustine raspodele (pdf) od nivoa signala r (sl. 2), kada se stepen slobode L posmatra kao parametar, neće se razlikovati od uobičajenih familija krivih iz literature, pri čemu graničnoj vrednosti 
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Slika 2. Grafički prikaz Hi-kvadrat pdf u zavisnosti

od r za različite vrednosti stepena slobode 
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Isto tako na sl. 3 je prikazana kumulativna funkcija raspodele (cdf) data izrazom [5]:
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Slika 3. Grafički prikaz Hi-kvadrat cdf funkcije od r za parametarski zadane vrednosti stepena slobode 
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3. NUMERIČKA ANALIZA FUNKCIJE GUSTINE VEROVATNOĆE HI-KVADRAT RASPODELE

Cilj ovog rada nije uobičajena analiza opštih pokazatelja; koeficijenta iskošenosti i zaravnjenosti familije krivih Hi-kvadrat funkcije gustine verovatnoće, koje pokazuju da je ona blago iskošena, već da ukažemo na jednu njihovu karakteri-stiku koja, prema našim saznanjima u literaturi nije poznata, a veoma je korisna kod analiza ovih, pa i složenijih funkcija raspodele [6, 7, 8].
Da bi smo ukazali na tu karakteristiku posmatrajmo Hi-kvadrat raspodelu kao funkciju nivoa signala r, dok se stepen slobode L posmatra kao parametar familije krivih (sl. 2), odnosno kao funkciju stepena slobode L, kada se nivo signala r posmatra kao parametar (sl. 4).
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Slika 4. Grafički prikaz Hi-kvadrat pdf u zavisnosti od stepena slobode L za parametar 
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Posebnu pogodnost u smislu zapažanja te karakteristike predstavljaju logaritamski prikazi ovih familija krivih, s obzirom da se sa njih jasnije uočava da one poseduju, u svakom od posmatranih grafika obvojnice, koje su uzajamno korespondentne. Naime, maksimumi prve familije (sl. 5):
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odgovaraju tačkama obvojnice druge familije krivih:
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prikaze na sl. 4. i sl. 6. i obratno, maksimumi druge familije krivih odgovaraju tačkama obvojnice prve familije.

Drugim rečima, jednačine obvojnica, koje prostor raspo-dele dele na dva dela, u jednom od koga se ne nalazi posma-trani signal (iznad obvojnice), biće date uslovima maksimu-ma prve familije krivih:
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a uslovi maksimuma druge daće obvojnicu prve familije krivih:

[image: image36.wmf](1.1)
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Na taj način, nalazeći analitički, da maksimumi prve familije odgovaraju tačkama 
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 (sl. 5), nalazimo aproksimativni izraz za obvojnicu oblika:
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Slika 5. Logaritamska zavisnost Hi-kvadrat pdf od nivoa signala r za parametar 
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Slika 6. Logaritamska zavisnost Hi-kvadrat pdf od stepena slobode L za parametar 
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Takođe, analitički se može naći da maksimumi druge familije odgovaraju tačkama L = r + 1 (sl. 6), odnosno da je obvojnica prve familije krivih aproksimirana izrazom:
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Prema tome, ukoliko se Hi-kvadrat raspodela posmatra kao familija krivih (3.1), koja predstavlja opšte rešenje neke diferencijalne jednačine, pri čemu se L javlja kao integraciona konstanta, singularno rešenje te jednačine predstavljaće obvojnica.
Takođe, ukoliko se Hi-kvadrat raspodela posmatra kao familija krivih (3.2), koja predstavlja opšte rešenje neke diferencijalne jednačine, pri čemu se r javlja kao integraciona konstanta, singularno rešenje te jednačine predstavljaće druga obvojnica.
Singularna rešenja se, napomenimo, prema teoriji dife-rencijalnih jednačina ne mogu naći iz opštih rešenja, i u tome leži njihov značaj, kao i značaj doprinosa ovog rada.
Naime, koristeći se dobijenim diferencijalnim jednačina-ma u mogućnosti smo ne samo da uprostimo proračune veza-ne za određivanje momenata Hi-kvadrat raspodele, nego i da izvedemo dodatne relacije koje važe za gama funkciju koje figurišu u polaznom izrazu za ovu raspodelu, što će, takođe, biti predmet našeg narednog rada.
Inače, iznalaženje odgovarajućih diferencijalnih jednačina biće predmet našeg narednog rada, a ovde samo napomenimo da se posmatranjem trodimenzionalnog grafika pdf kao funkcije dve nezavisno promenljive L i r (sl. 7) prethodna karakteristika ne može uočiti.
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Slika 7. Trodimenzionalna zavisnost Hi-kvadrat pdf od nezavisno promenljivih 
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4. ZAKLJUČAK

Analizirali smo integralne karakteristike funkcije gustine verovatnoće Hi-kvadrat raspodele, koja je veoma korišćena za procenu performansi telekomunikacionih sistema. Verovatnoće greške BER (Bit Error Rate) i BEP (Bit error Probability). U ovom radu smo pokazali da postoji međusobna zavisnost parametara Hi-kvadrat raspodele, tj. da se u uslovima kada nam nisu eksplicitno poznati parametri za stepen slobode ili nivo signala, mogu vršiti proračuni bar po jednom od parametara sa visokom pouzdanošću da je njihova međusobna korelacija data izrazima (3.5) i (3.6). 
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