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MATEMATIČKO MODELIRANJE  HIV  INFEKCIJE

HIV  INFECTION MATHEMATICAL MODELING  

Milica Naumović, Elektronski fakultet u Nišu

Nataša Popović, Elektrotehnički fakultet u Istočnom Sarajevu

Sadržaj –  U radu se koristi sistem običnih diferencijalnih jednačina, kojim se opisuje delovanje HIV virusa na T-ćelije imunološkog sistema čoveka, za matematičko modeliranje infekcije. Svrha ovog prilaza je bolje razumevanje HIV imunologije u cilju poboljšanja modela i testiranja različitih strategija lečenja. Proces modeliranja ilustrovan je  jednim primerom. 
Abstract – In this paper, a system of ordinary differential equations, which describes the interaction of HIV and T-cells in the immune system of the human body, is utilized for infection modeling. The goal of this approach is better understanding of HIV immunology for the purpose of improving the models and testing different treatment strategies. The modeling process is illustrated through an example. 

1. UVOD


Iako su u stvari različitih značenja, HIV/AIDS se često pišu i izgovaraju zajedno. HIV (Human Immunodeficiency Virus) je akronim za virus slabosti imuniteta. Ovaj virus napada telesni imunološki sistem, koji nas štiti od zaraznih bolesti. HIV-pozitivne osobe su osobe koje su zaražene HIV-om, što znači da je virus prodro u njihov krvotok, odakle napada i polako uništava njihov imunološki sistem. AIDS je bolest koja se vremenom razvija kao posledica zaraze HIV-om. AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome) je skraćenica za sindrom stečene slabosti imunološkog sistema. Dakle, ne radi se o jednoj bolesti, već kombinaciji različitih bolesti, koje se mogu pojaviti kada organizam nije više u stanju da se uspešno bori protiv različitih zaraznih bolesti. Osoba koja je HIV pozitivna ne mora da znači da ima i AIDS. Pomoću nekih danas raspoloživih lekova, kojima se, nažalost, ne može potpuno izlečiti HIV zaraza, moguće je sprečiti razvoj AIDS-a.         

Virus je organizam veličine nekoliko desetina do nekoliko stotina  μm. Zaštitni omotač virusa je tanka košuljica proteina, u kojoj se nalazi jednostruki lanac DNK (dezoksiribonukleinska kiselina) i RNK (ribonukleinska kiselina) (1(. Podsetimo, da su nukleinske kiseline nosioci naslednih informacija na osnovu kojih se u živom sistemu odvijaju svi procesi koji omogućavaju opstanak, razvoj i reprodukciju. Košuljica proteina omogućava da se virus prenosi od jedne ćelije do druge. Virus ne može da proizvede svoje proteine, niti može da raste i da se reprodukuje sam od sebe. Da bi došlo do procesa reprodukcije, virusi moraju da ubace svoje nukleinske kiseline u jednu funkcionalnu ćeliju. Po ulasku u ćeliju domaćina, virus postaje parazit, i koristeći materijal i energiju ćelije domaćina, počinje da se reprodukuje formiranjem sopstvenog  DNK. Novoformirana virusna  DNK se zatim umnožava mnogo puta. 


CD4-T ćelije, poznate kao T4 ćelije, T4 limfociti ili T- pomoćne ćelije, predstavljaju najvažniji deo našeg imunološkog sistema, čija pravilna koordinacija znači i uspešnu borbu protiv zaraze. Nakon što prodre u krvotok zdrave osobe, HIV ima posebnu sklonost prema CD4-T ćelijama, u koje se useli i potom umnožava. Zaražene T- ćelije, vremenom bivaju uništene, a novi slobodni virusi pronalaze druge CD4-T ćelije, gde se ponavlja proces zaraze. Otuda je bitno redovnim proverama krvne slike pratiti njihov broj, kako bi se dobile dodatne informacije o šteti koju HIV čini imunološkom sistemu pacijenta. 


Postoji niz tzv. antiretrovirusnih lekova, kojima se virus ne može direktno uništiti, ali se značajno može usporiti njegovo umnožavanje, pa nekada, čak i potpuno zaustaviti. Pri tome se koriste različite šeme lečenja, koje su često i kontradiktorne. Postoji dilema, da li je bolje krenuti ranije sa tretmanom, kada je broj CD4+T ćelija u krvi 
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, ili kasnije, kada njihov broj postane manji od 
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. Ostala pitanja vezana za hemoterapiju odnose se na veličinu doze i dužinu tretmana, kao i njegovu periodičnost (lek se daje recimo na 4 sata, 8 sati i slično). Svakako je moguće, upravo koristeći matematički model procesa infekcije, pronaći adekvatne odgovore.


U literaturi se mogu naći brojni prilazi matematičkom modeliranju HIV imunologije (2(-(6(. Poznata je uloga statistike i njen značaj za razumevanje dinamike bolesti u svim njenim fazama. Mnogi istraživači razvijali su stohastičke verzije modela HIV infekcije. U ovom radu prezentuje se deterministički prilaz problemu, budući da je pomoću običnih i/ili parcijalnih diferencijalnih jednačina moguće na adekvatan način opisati proces infekcije. Mada se brojni fenomeni mogu objasniti pomoću različitih modela datih u literaturi, nijednim od njih nismo u mogućnosti da opišemo sva dešavanja koja se klinički opserviraju, pošto su mnogi mehanizmi bolesti još uvek nepoznati. Ipak, ukoliko se pokaže da se model u kvalitativnom i kvantitativnom smislu ponaša saglasno kliničkim podacima, isti se može dalje primeniti za testiranje različitih tretmana i strategija lečenja (7(-(9(, čak i u slučaju pojave sekundarnih infekcija, koje tada poprimaju obeležja svojevrsnih poremećaja. U radu je proces modeliranja HIV infekcije ilustrovan jednim primerom.    

2. PROCES HIV  INFEKCIJE 


HIV (Sl. 1a) direktno napada CD4+T ćeliju (CD4 pozitivan T limfocit prikazan na Sl. 1b) i umnožava se u njoj, što dovodi do njenog uništenja. CD4+T ćelija je vrsta belih krvnih zrnaca sa ključnom ulogom u odbrambenom mehanizmu organizma, i u normalnim uslovima prosečno ih ima 1,000 u mm3 krvi. Slovo T u oznaci ćelije ukazuje na njenu vezu sa grudnom žlezdom (timusom), gde ćelija sazreva, pošto u nju, nakon nastanka u koštanoj srži, pređe. CD4 predstavlja proteinski marker na površini CD4+T ćelije prema kome protein GP120, koji se nalazi na površini virusa  (Sl. 2), poseduje veliki afinitet.
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a.  HIV
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b.  CD4+T ćelija

Sl. 1  Izgled virusa i limfocita (10(

Nakon spajanja, sadržaj HIV-a ubacuje se u T ćeliju. HIV je, za razliku od većine virusa, retrovirus. Enzim koji je deo HIV nukleusa, poznat pod imenom obrnuta transkriptaza, omogućava sintezu komplementarnog DNK lanca prepisivanjem segmenta  RNK virusa  koja se već nalazi u CD4+T ćeliji. Ovaj proces transkripcije, koji traje manje od 24 sata, može se blokirati pomoću inhibitora obrnute transkriptaze. Bez obrnute transkriptaze, genom virusa ne bi se ugradio u  DNK  ćelije limfocita i bila bi onemogućena HIV replikacija.


Dupliciranjem DNK virusa u ćeliji organizma dolazi do stvaranja novih virusnih partikula različitim tempom. Mada sam tok infekcije još nije potpuno razjašnjen, moguće je izdvojiti četiri glavne etape u razvoju bolesti. Na početku virus ulazi u organizam i nakon relativno kratkog prelaznog procesa nastupa tzv.  klinička latentnost, koja odgovara stacionarnom stanju bolesti. Zadnja AIDS  faza karakteriše se gotovo anuliranjem T ćelija, što dovodi do neograničenog umnožavanja virusa i sigurne smrti. Nažalost, međuetapni prelaz do sada nije dovoljno izučen.   
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Sl. 2  Struktura HIV-a (7(
3. HIV /AIDS MATEMATIČKI MODEL
Na Sl. 3 dat je šematski prikaz osnovnog HIV modela. 


Zdrave CD4+T ćelije generiše timus konstantnom brzinom 
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. Ćelije se inficiraju od strane virusa brzinom koja je proporcionalna proizvodu njihove koncentracije i iznosa slobodnih virusnih partikula. Konstanta proporcionalnosti 
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 ukazuje na efikasnost procesa infekcije. Inficirane CD4+T ćelije, čija je stopa smrtnosti 
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, nastaju nakon infekcije zdravih CD4+T ćelija. Partikule slobodnog virusa, koje proizvode inficirane CD4+T ćelije brzinom 
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Sl. 3  Ilustracija  HIV modela

Neka je sa 
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označena koncentracija zdravih CD4+T ćelija u mm3 krvi u vremenskom periodu od 
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 dana. Proces uništavanja i stvaranja novih T- ćelija moguće je opisati jednačinom
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gde je upotrebljena notacija 
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 označena brzina proliferacije T- ćelija.  Poslednjim članom u jednačini (1) obezbeđen je porast koncentracije samo do vrednosti 
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. Najpre ćemo, u cilju dobijanja što jednostavnijeg modela, zanemariti dinamiku proliferacije T-  ćelija.

Po ulasku virusa u organizam, nastupa infekcija određenog broja T- ćelija, tako da se njihova ukupna koncentracija može podeliti u tri različite grupe. Neka su sa 
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 označene redom koncentracije neinficiranih, latentno inficiranih i aktivno inficiranih  CD4+T ćelija u vremenskom trenutku 
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. Koncentracija slobodnih infektivnih virusnih partikula u mm3 krvi označena je sa 
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. Opis i numeričke vrednosti parametara, koji se koriste u postupku modeliranja, mogu se naći u Tabeli 1.


Jednačinama (2)-(4) opisuju se na najjednostavniji mogući način dinamike populacija neinficiranih, aktivno inficiranih CD4+T ćelija i slobodnog virusa, respektivno:
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U prethodnom  modelu, član koji odgovara proliferaciji postojećih T-ćelija nije posebno razmatran, budući da se po nekim autorima efekat proliferacije može uključiti u konstantu  
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. Uočimo da se u slučaju infekcije zdravih T-ćelija određeni broj virusa gubi, pošto se virusi vezuju za tek inficirane ćelije, pa je otuda u jednačini (2) član  
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  sa negativnim znakom. U jednačini (4), međutim, gubitak virusa u procesu infekcije T-ćelija se ignoriše.


U odsustvu virusa, stacionarno stanje populacije T-ćelija je 
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odnosno, ukoliko se efekti proliferacije zanemare
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Početni uslovi za sistem jednačina (2)-(4) su u slučaju infekcije samo slobodnim virusom 
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za infekciju kako od strane virusa, tako i inficiranih ćelija.    
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ANALIZA HIV /AIDS MODELA 

Posmatrajmo proces infekcije opisan jednačinama (2)-(4) kao autonoman sistem dat sa
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 vektorska funkcija vektorskog argumenta 
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, koja zadovoljava Lipschitzov uslov [11]. Podsetimo, da funkcija 
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Ravnotežna stanja 
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odakle sledi
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Razvijajući svaku komponentu 
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 u Taylorov red u okolini ravnotežnog stanja 
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 i odbacujući članove višeg reda, dobijamo tzv. varijacionu jednačinu oblika 
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Jacobijeva matrica izračunata za 
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. Saglasno indirektnoj metodi Lyapunova, u jednačini poremećenog stanja ravnoteže 
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pri čemu 
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linearna homogena diferencijalna jednačina (12) je jednačina linearizovanog sistema, čija se stabilnost može ispitati pomoću karakteristične jednačine 
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Stabilnost je međutim, saglasno indirektnoj metodi Lyapunova, samo lokalna osobina ispitivanog ravnotežnog stanja. Jacobijeva matrica, u slučaju modela HIV infekcije (2)-(4), poprima oblik 
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Definišimo parametar 
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Korišćenjem indirektne metode Lyapunova, možemo izvršiti ocenu stabilnosti nelinearnog sistema (2)-(4) u okolini stanja ravnoteže 
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( Koreni karakteristične jednačine linearizovanog sistema u okolini 
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Dakle, ako je 
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, ravnotežno stanje (10), koje za vrednosti parametara iz Tabele 1, postaje
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je lokalno asimptotski stabilno. Dakle, virus se neće umnožiti. Ova situacija je prikazana na Sl. 4.
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Sl. 4  Rezultati simulacije u slučaju kada se virus  ne umnožava  (
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, ravnotežno stanje (10) je nestabilno, dok je ravnotežno stanje (11) lokalno asimptotski stabilno. Naime, ako se karakteristična jednačina (16) prepiše u polinomnu formu, dobija se:
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odakle se za potreban i dovoljan uslov stabilnosti dobija  
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. Situacija koja odgovara ravnotežnom stanju  
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prikazana je na Sl. 5.


Na Sl. 6 prikazana je trajektorija u prostoru stanja (vektor stanja 
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) procesa tipične HIV infekcije, koji je opisan jednačinama (2)-(4) pri vrednostima parametara iz Tabele 1.   
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Sl. 5  Tipična HIV infekcija 

(
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Sl. 6  Trajektorija tipičnog procesa HIV infekcije u prostoru stanja 

5. POBOLJŠANJA HIV /AIDS  MODELA U CILJU
      ADEKVATNOG TRETMANA BOLESTI
U cilju pravog izbora procedure lečenja, potrebno je imati model kojim se precizno opisuje scenario infekcije. Da bismo poboljšali model, modifikovaćemo sistem (2)-(4) i proces opisati sledećim sistemom jednačina: 
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sa početnim uslovima 
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u slučaju infekcije kako virusom, tako i već inficiranim ćelijama.


U jednačini (23), član 
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 predstavlja brzinu generisanja novih CD4+T ćelija. Upoređujući sa kliničkim podacima, najbolji rezultati se dobijaju kada se obezbedi generisanje T-ćelija po monotono opadajućem zakonu u odnosu na koncentraciju virusa (9(. Jednačinom se prati i porast koncentracije T-ćelija do vrednosti 
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. U jednačinama (23) i (24) članom 
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 modelira se brzina kojom slobodni virusi inficiraju T-ćelije. Mada zavisi od brojnih faktora, pretpostavlja se da je stopa smrtnosti latentno inficiranih ćelija 
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, dakle ista kao i kod zdravih ćelija. U jednačinama (24) i (25) latentno inficirane ćelije postaju brzinom 
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 aktivno inficirane, koje zatim proizvode nove viruse i umiru brzinom 
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 po ćeliji, da bi pre smrti, svaka od njih, generisala 
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 virusa. Članom 
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 u jednačini (26) opisuje se smanjenje infekcije usled gubitka virusa. 


U postupku lečenja HIV infekcije primenjuju se antiretrovirusni lekovi koji se mogu svrstati u dve glavne kategorije:

·   inhibitori obrnute transkriptaze (IOT)   i

·   inhibitori proteaza (IP).

Prvima se redukuje infekcija novih ćelija, ali se ne blokira produkcija virusa od strane već inficiranih ćelija u poslednjoj etapi kada dolazi do obrnute transkriptaze. Ukoliko se ne razmatraju farmakokinetičke ili metaboličke promene, IOT tretman se može uključiti u model dirigovanom promenom parametra 
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 u jednačinama (23) i (24). Na sličan način se efekti inhibitora proteaza uključuju u jednačinu modela (26) promenom parametra 
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Dakle, jednačine modela (23) i (24) mogu se modifikovati upravljačkim dejstvima 
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, koja odgovaraju IOT, odnosno IP tretmanu, respektivno i prepisati na način:
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Pri tome se hemoterapija primenjuje samo u toku određenog vremenskog intervala 
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 iz dva razloga. Naime, HI virus može tokom tretmana usled različitih mutacija da postane rezistentan. Takođe, u slučaju dužeg intervala vremena, obično je to period duži od 500 dana, efekti hemoterapije poprimaju i hazardne dimenzije.  


Kombinovana terapija pomoću različitih doza obe vrste inhibitora zaslužuje posebnu pažnju. U literaturi se, pri određivanju strategije HIV hemoterapije, razmatra i primena klasične teorije optimalnog upravljanja (8(-(9(. Imajući u vidu da se u realnim uslovima po pravilu ipak odstupa od strogih šema doziranja, autori ovog rada su mišljenja da bi i metode inteligentnog upravljanja svakako mogle da nađu primenu pri modeliranju HIV hemoterapije.

6. ZAKLJUČAK


Da li se može 
HIV/AIDS držati pod kontrolom? Ovo je pitanje na koje se zna odgovor. Naime, postoje lekovi pomoću kojih je moguće usporiti umnožavanje virusa i umanjiti njihov negativni efekat na imunološki sistem organizma. Kada jednom uđe u organizam, međutim, HI virus ostaje u njemu do kraja života. Savremena istraživanja u upravljačkom inženjerstvu imaju za cilj razvoj novih modela i strategija lečenja, kako bi se HIV infekcija zaustavila. 
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Tabela 1.   Relevantni parametri u HIV modelu  


Parametri i konstante�
Vrednosti�
Opis�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.02�
Stopa smrtnosti neinficiranih CD4+T ćelija (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.02�
Stopa smrtnosti latentno inficiranih CD4+T ćelija (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.24�
Stopa smrtnosti aktivno inficiranih CD4+T ćelija (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
2.4�
Stopa smrtnosti slobodnih virusa  (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
Brzina latentne infekcije CD4+T ćelija slobodnim virusom (mm3 po danu) �
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
Brzina kojom latentno inficirane T-ćelije postaju aktivno inficirane (mm3 po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.03�
Brzina proliferacije CD4+T ćelija  (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.015�
Brzina proliferacije latentno inficiranih CD4+T ćelija  (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
0.015�
Brzina proliferacije aktivno inficiranih CD4+T ćelija  (po danu)�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
1500�
Maksimalan broj CD4+T ćelija (zdravih i inficiranih)  (po mm3) �
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
1000�
Broj virusa koji nastaje od jedne inficirane ćelije tokom njenog života�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
10.0�
Brzina generisanja novih CD4+T ćelija (po danu po mm3 )�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
100�
Brzina produkcije virusa po inficiranoj CD4+T ćeliji�
�
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